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CURVAS ALGEBRAICAS, CURSO 2023-2024

José F. Fernando

Primeros pasos en Geometria Algebraica
Sean K un cuerpo y consideramos los polinomios

fay) =xy' + 2P + 2P+ 1) -1y g(xy) =2 +yE" + = +yy+ Dx+y).
Demostrar que f y g son irreducibles en K|[x,y].

Encontrar todos los puntos (z,y) € C? tales que
2, .2 _ 2 2 _
y'4+x'—y—3x=0 e y" —6bxy—x"+1ly+7x—-12=0.
Sea p := x%y — 3xy? + x% — 3xy y ¢ := yx3 — 4y® — 3y + x> + 1. Comprobar que Res,(p,q) # 0
mientras que Resy(p, g) = 0. {Cémo se puede explicar esto?

Sea F' € K|[x,y] un polinomio homogéneo de grado n con coeficientes en un cuerpo algebrai-
camente cerrado K. Demostrar que existen a € K\ {0}, 7 < n puntos distintos [a; : b;] € KP!
y enteros positivos m; > 1 tales que

F=a H(aiy — bix)"™
i=1

Se dice que [a; : b;] son las raices de F'y m; es la multiplicidad de [a; : b;] como raiz de F'.
Descomponer en factores irreducibles el polinomio x* + y* en Q[x,y], R[x,y] y C[x,y].

Demostrar que los divisores de un polinomio homogéneo son necesariamente polinomios ho-
mogéneos.

i) Sea K un cuerpo. Calcular los subconjuntos algebraicos de K.
ii) (Es Z un subconjunto algebraico de R? ;Lo es el intervalo [0,1)?

i) (Es el conjunto X := {(z,y) € R?: y = exp(z)} un subconjunto algebraico de R??

(
(
(
(ii) ;Es el conjunto X := {(z,y) € R?: y = sin(z)} un subconjunto algebraico de R??

Estudio local de curvas algebraicas

Sean f,g € C[t] dos polinomios. Demostar que X := {(f(t),g(t)) € C*> : t € C} es un
conjunto algebraico de C2. ;Es cierto el resultado si cambiamos C por R? Calcular el ideal
de ceros del conjunto X := {(t?> — 1,t(t> — 1)) : t € C}.

Demostrar que el conjunto de puntos de la forma (t* + 2t3 4+ ¢2 — 1,4 4+ 2¢3 + 2¢% +¢) con
t € K es una cénica afin del plano K2. ;Notas algo extraiio? ;A qué se debe?

Obtener una parametrizacién racional de la curva Z(y? — x?(x? — 1)) considerando su in-
terseccién con la familia de pardbolas y — tx(x — 1) = 0 donde ¢t € C. ;Qué interpretacién
geométrica tiene esta parametrizacion?



12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

Demostrar que la aplicacién ¢ : KPP — KP?| [tg : t1] — [t : tot? — t] : t7 — t3t1] estd

bien definida, que su imagen es Z(xox? — xox2 + x5 ue solo un punto de la imagen tiene
» 4 g 1 2 1)¥ 4 p g

dos preimagenes.

Parametrizar las siguientes curvas planas afines proyectando desde el punto (0,0) sobre la
recta y = 1 y sobre la recta x = 1. jPara cudntos valores del pardmertro se obtiene el
origen? Representa graficamente las curvas y discutir si se obtendria una parametrizacién
proyectando desde algin otro punto.

(1) Z(x?+y? - 2x).

i) Z(
(iii) Z(y? —x2 +2x3)
(iv) Z(y*+x%).
(v) Z(y* +x* +2x%)
(vi) Z(x*+y° 4+ x%)
Sz

Parametrizar los completados proyectivos de las curvas del Ejercicio 77.
Calcular la interseccién de cada uno de los siguientes pares de curvas:

(i) Z(x3 —x0x1) y Z(x0%3 — x3x1 + x3).

(i) Z(x0x3 — x1(x1 — 2x0)(x1 + %0)) ¥ Z(xF + x5 — 2x0%1).
(iii) Z(xo(x? +x32) +x3 +x3) v Z(x3 + x5 — 2x0x1%2).
Demostrar que las siguientes curvas afines son irreducibles y calcular sus puntos singulares,
multiplicidades y tangentes a las curvas en ellos:

(i) f=y%+2x2—x%
(i) f:=x>+x2+y?
(iii) f:=x%—x%y3 —y5.
(iv) f:= (2 +y°)? —y(3=* —y?).
Demostrar que las siguientes curvas (proyectivas) son irreducibles y calcular sus puntos sin-
gulares, multiplicidades y tangentes a las curvas en ellos:
(i) F :=x1x] + xox3 + xtx1.
(i) F:=x3x3 + x3x3 + x3x3.
(iii) F := xox3 — x1(x1 — x0)(x1 — Axo) para X € C.
(iv) F = (x0+ %1 + x2)3 — 27x0x1X.
(v) F:=x3x3 + 36x3%; + 24x3x2 + 108x2.
Encontrar todas las series formales g € K[[t]] con g(0) = 0 (calculando sus coeficientes hasta
grado 3) tales que f(t,g(t)) o f(g(t),t) = 0 para los siguientes polinomios:

(i) f:=3y?+4x —x3.
(i) f o= +y° —x.
(i) f =yt +x2y — xy? + .
Calcular los primeros términos de las raices de Puiseux de los polinomios (en la variable y):
(i) x* — x%y + 3x%y3 — 3xy® +y7.
(i) 2x° — x3y + 2x?y? — xy3 + 2y°.
(iii) (x2 + 4x3 + 6x*) — dxty + (—2x — 4x? — 2x3)y? + y*.

Demostrar que una cénica no singular no tiene puntos de inflexién.



Teorema de Bézout

21. Calcular los lugares en el origen de las siguientes curvas:

(i) F:= %15 4 %30,

(i) F:=y2—x2+x°+y%x3

(iii) F:=y°® — y2x* +x!!

(iv) F=(y" - x*)(y* —x )+X“

(v) F:=y%+xy? + 2x* + x?y3.

22. Proporcionar la ecuacién de una curva cuyos lugares en el origen correspondan a las raices
de Puiseux y = 1(x7/? + /=1x'7/6) donde n* = 1.

23. Consideramos los polinomios
F .= xi’ + x§ — 2X0X1X9,
G = 2x3 — 4x3xo + 3x1%5 + x5 — 2x3%0.

(i) Comprobar que [0:0: 1] no es un cero ni de F ni de G y que F' y G no poseen ningin
cero comun en la recta xg.

(ii) Calcular Resy(f,g) donde f := F(1,x,y) y g :== G(1,%,y).

(iii) Calcular los ceros comunes de los polinomios F' y G y su multiplicidad de interseccién
en cada uno de ellos.

(iv) Encontrar los lugares de f y g centrados en el (0,0). Calcular el orden de f en los de ¢
y el orden de g en los de f.
24. Para cada A\ € C definimos F) := x3x5 — 3\x]x2 — 3\x0x] + 5 x§.
(i) Calcular las tangentes a F en los puntos p; :=[1:0:0] y pz :=[0: 0 : 1]. Encontrar
algin valor de A para el que el punto ps :=[1:1: 1] sea un punto singular de F).

(ii) Encontrar la ecuacién reducida G de la cénica que pasa por el punto p3 y cuyas tangentes
en los puntos p; y p2 son respectivamente xs y xg.

(iii) Sean G la cénica del apartado anterior, A el valor calculado en el apartado (i) y F := F).
Calcular los ceros comunes de F' y G y la multiplicidad de intersecciéon de F'y G en
cada uno de ellos.

25. Sea F' := xo(x? —x¢%2)? —x} y G := x] +x3x5 —x2x3. Calcular la multiplicidad de interseccién
de F'y GG en cada uno de sus ceros comunes.

26. Verificar el teroema de Bézout para los pares de curvas siguientes:
(i) F:=(x®>—-y)?—x° G :=x*+x3y —y2.
(i) Fi=yt—y2+xt=0,G: =y —2y° + (1 — x)y? — 2x%y + x*.

27. Obtener los lugares de Puiseux en el origen de la curva F := y2 — y® — 2yx? + x*. De dos
formas distintas:

(i) Calculando directamente las raices de Puiseux de la ecuacidn.

(ii) Utilizando la parametrizacién x :=t(t? — 1) e y := (t? — 1)?

28. (Poseen algiin lugar comun dos curvas planas proyectivas irreducibles distintas?
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Aplicaciones

Sea 9 el haz de cdnicas generado por las cénicas de ecuaciones xf + X1X9 —XoX2 ¥ x% + XoXo.

(i) Hallas los puntos base de 9.

(ii) Determinar si $) puede ser generado por cénicas reducibles y, en caso afirmativo, hallar
tales generadores reducibles.

Consideramos los puntos proyectivos p; de coordenadas [+1 : +1 : 1] y los puntos g, ..., gs
de coordenadas [0 : 5 : 1]....,[0 : 9 : 1]. Calcular el conjunto de las ciibicas que pasan por

P1y---5P4,41,--.,45-

Identificamos cada punto u := [ugg : ug1 : U2 : U1l : Uia : Uze] € KP5 con la cénica de KP?
de ecuacién Qu = Uooxg “+ ug1XoX1 + Ug2XoX2 + Ulle —+ U12X1X9 + UQQXg =0.

(i) Compruébese que el hiperplano de KP5 de ecuacién ug; = 0 no corresponde al conjunto
de cénicas que pasan por un punto fijo de KP?.

(i) Caracterizar en términos de u € KP° cuéndo la recta xo = 0 es tangente a la cénica

Qu-

Determinar el sistema lineal de ciibicas que cortan a Z(xox2 — x7) solo en el punto [1: 0 : 0].
Encontrar alguna de ellas que sea irreducible.

Demostrar que el conjunto de las rectas tangentes a la curva Z(xgx2 — x3) forma una curva
de (KP?)* dando una ecuacién en las variables ag,a;,as que caracterice cudndo la recta
de ecuacién apxg + a;x; + asxo es tangente a Z(xox3 — x3). Ayuda: Parametrizar la curva
Z(x0x3 — x}) y para cada uno de sus puntos calcular la recta tangente en funcién de los
parametros. Comprobar que entonces el conjunto de rectas tangentes se puede parametrizar
también.

Determinar el conjunto de las ctibicas que son singulares en el punto [1 : 0 : 0], pasan por los
puntos [0: 0 : 1],[0 : 1 : 0] con tangentes respectivas xg — X1 ¥y xg — x2 y ademds pasan por
el punto [0 : 1 : 1]. jCuéntas de estas ciibicas son reducibles? ;Cudntas tienen otro punto
singular aparte del [1:0: 0]?

Encontrar una paramatrizacién de la curva x3x3 + x3x3 — x3x3 = 0.
Demostrar que una cudrtica con cuatro puntos dobles es reducible.

Teorema de Pappus. Sean L; y Ly dos rectas del plano proyectivo K = P? y {0} :=
Ly N Ly. Sean aj,as y ag tres puntos distintos de los ceros de Li y by,by y bg tres puntos
distintos en los ceros de Lo, todos ellos distintos de o. Sea L;; la recta que une a; con b; para
1 <4,5 <3 coni#j. Demostrar que los puntos {p1} = Z(Li2, L21), {p2} = Z(L13,L31) vy
{p3} = Z(La3, L32) estdn alineados.

Teorema de Pascal II. Sean aj,as,as,bi, b, by € CP2 Sea L;; la recta que une a; con
bj para 1 < 4,5 < 3 con ¢ # j. Supongamos que los puntos {p1} = Z(L12,Lo1), {p2} =
Z(L1s, L31) y {p3s} = Z(La3, L32) estén alineados. Demostrar que existe una cénica que pasa
por los puntos a1, as, as, b1, b, bs.

Determinar bajo que condiciones dados seis puntos de inflexién de una cibica no singular
existe una cénica que pasa por ellos. Decidir si dicha cénica es irreducible o no.

(i) Comprobar que la cibica F := x¥x5 — x5 — 4x0x3 es no singular y que 0 :=[0:1: 0] es

uno de sus puntos de inflexion.

(ii) Consideramos el conjunto Z de los ceros de F' y la estructura de grupo con neutro o.
Dados los puntos a :==[0:0:1] y b:=[2: 4 : 1], encontrar un tercer punto ¢ € Z de modo
que el conjunto G := {0, a,b, c} es un subgrupo de Z. ;Es ciclico?



Figura 1: Teorema de Pappus.
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Figura 2: Teorema de Pascal II.



