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PROLOGO

El pasado 28 de febrero de 2012 se celebro en la Facultad de Matemati-
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continuacién las conferencias de los profesores Antonio Costa (UNED),
Marco Castrillon (UCM) y José Rojo (USP-CEU). Finalmente, el acto
concluyé con unas emotivas palabras del propio Joan, que se recogen
aqui.
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por todos aquellos que han querido sumarse a esta iniciativa y colabo-
rar de este modo en el Homenaje. Nuestra labor aqui, como editores, ha
consistido en reunir, organizar y preparar el material. Queremos agrade-
cer profundamente a todos los autores por su generosa contribucion, su
disponibilidad y su paciencia a lo largo de todo este proceso. También
nos gustaria agradecer a la Revista Matematica Complutense, por ha-
bernos permitido utilizar la plantilla de estilo con la que los autores han
presentado sus colaboraciones.
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ABSTRACT

We present several obstructions for a subset 8§ of R™ to be the image of an
euclidean space R" via a polynomial or a regular map f : R®" — R™ in terms
of the “geometry” of its exterior boundary 08 := Clgm (8) \ 8.

Key words: Aplicacién polinémica, aplicacién regular, imagen polinémica, imagen re-
gular, frontera exterior, semilinea paramétrica, semilinea regular, aplicacién propia.

2010 Mathematics Subject Classification: Primary: 14P10; secondary: 14Q99.

1. Introduccion

A principios de los anos 90 del siglo pasado, el segundo autor propuso en el con-
greso Reelle Algebraische Geometrie celebrado en Oberwolfach [G] el problema de
determinar qué subconjuntos de un espacio euclideo R™ son imagen de otro espacio
euclideo R™ por una aplicaciéon polinémica o regular.

Recordemos que una aplicacion f : R™ — R™ es regular si existen polinomios
fosfiy oy fm € R[x] := R[x1,...,%,] tales que fo(z) # 0 para cada z € R" y

1
R" > R™, 2 +— —— ), .., fm(x)).
/ @) (@)
Si podemos elegir fo := 1 diremos que f es polindmica. Evidentemente 8 := f(R"™)

es conexo, y el Teorema de Tarski-Seidenberg, [S, T|, nos asegura que 8 es un con-
junto semialgebraico. Recordemos que un subconjunto 8§ de R™ es semialgebraico si

Los dos primeros autores estdn subvencionados por los proyectos de investigacién GR MTM2011-
22435 y GAAR Grupos UCM 910444. El tercer autor es colaborador externo del proyecto de inves-
tigacién GR MTM2011-22435.
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es expresable como combinacién finita de operaciones booleanas (unién, interseccién
y complementario) aplicadas a conjuntos de la forma {z € R™ : g(z) > 0}, donde
g € R[x1,...,%;,]. Tienen especial interés los conjuntos semialgebraicos bdsicos, que
son aquéllos que se pueden escribir como

{r eR™ : g1(z) *%0,...,g.-(z) 0},

donde cada g; € R[x1,...,x,] y * representa uno cualquiera de los simbolos > o >.

Es natural preguntarse acerca de la utilidad de que un subconjunto § C R™ sea
imagen de una aplicacién polinémica o regular f : R® — R™. Senalemos algunos
ejemplos.

(1) Para abordar problemas de optimizacién sobre 8, pues los puntos de 8 en los
que g alcanza sus valores maximos y minimos, absolutos o relativos, son las imédgenes
por f de los puntos en los que alcanza dichos valores la composiciéon go f : R™ — R.

(2) Para caracterizar las funciones polindmicas o regulares g : R™ — R cuya
restriccién gls > 0, ya que esta condicién equivale a que g o f > 0 lo que, por la
solucién de E. Artin al Problema 17 de Hilbert, equivale a que exista un polinomio
h € R[x] no nulo tal que el producto h?-(go f) sea suma de cuadrados de polinomios.

(3) Para construir trayectorias en 8 de cierta naturaleza, porque para trazar una
curva « : (—g,e) — 8 es suficiente trazar otra curva § : (—&,e) — R™, que por
composicién proporciona la curva a:= fo f: (—e,e) = 8.

Para abreviar la exposicién introducimos ahora las nociones de dimension local
y global de un conjunto semialgebraico, y algo de terminologia. Todo subconjunto
semialgebraico § C R™ se escribe, [BCR, 2.3.6], como unién finita de conjuntos semi-
algebraicos 8; cada uno de ellos homeomorfo a un cubo abierto (0,1)%. Se define la
dimensidn de 8 como el méximo de los enteros d;, y se denota dim(8). Es muy sencillo
probar que si f : R™ — R™ es una aplicacién polinémica, entonces dim(f(R")) < n;
véase, por ejemplo, [BCR, 2.8.8].

Ademss, fijado un punto p en 8 existe, por [BCR, 2.8.10], un subconjunto abierto
y semialgebraico U C R™ que contiene a p tal que dim(UNS§) = dim(VNS§) para cada
entorno semialgebraico V C U de p en R™. Se denota dim,(8) := dim(U N §), y se
llama dimension local de 8 en p. Como es de esperar, la dimensién de 8 coincide con
el maximo de las dimensiones locales dim,(8) cuando p € 8, y ademds dim(8) < m.
De lo anterior se desprende, véase por ejemplo [BCR, 2.8.12], que para cada entero
0 <k < dim(8) el conjunto

S(k) = {p €s: dimp(S) = k‘}

es un conjunto semialgebraico. Se dice que 8 tiene dimension pura si 8y es vacio para
cada entero 0 < k < dim(8). Para cada conjunto semialgebraico § C R™ denotaremos

p8):=inf{n>1:3 f: R" - R™ polinémica tal que f(R") =8},
r(8) :=inf{n>1:3 f:R" - R™ regular tal que f(R")=S8}.
Obviamente, la condicién p(8) := +oo caracteriza la no representabilidad de 8§

como imagen polinémica de ningin espacio euclideo R”, y la igualdad r(8) := 400
tiene el significado andlogo para aplicaciones regulares.
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Es evidente que dim(8) < r(8) < p(8), y ambas desigualdades pueden ser estrictas.
Por ejemplo, se demuestra en [F] que si 8 C R es un intervalo abierto no acotado,
entonces 1 = dim(8) < r(8) = p(8) = 2, y que si 8 C R es un intervalo de la forma
8 := (a,b] con a < b, entonces 1 =r(8) < p(8) = +o0.

Las curvas semialgebraicas 8§ C R™ tales que p(8) = 1 desempenian un papel
muy relevante y se denominan semilineas paramétricas, mientras que llamaremos se-
milineas regulares a aquéllas con r(8) = 1. Las primeras son subconjuntos no acotados,
ya que las funciones polinémicas no constantes en una variable son no acotadas; por
ello los conjuntos 8 con mds de un punto y p(8) < 400 no son acotados. Por ejemplo,
p(St) = 400, donde S! es la circunferencia y, sin embargo, dim(S!) = r(S') =1, ya
que St es la imagen de la aplicacién regular
1

R R? ts ———— (12— 1)% — 4t 4t(? — 1 1
f e G (7 - 17 -4 an 1) (1)
que resulta de componer la inversa de la proyeccién estereografica St — R desde (1, 0)
con la aplicacion

g:C=R?> 2 C=R? z=z+V-1y=(2,9) = 2° = (2% —9°, 2xy).

Por otro lado, se prueba en [FG2, 6.3] que dim(8) = 2 = 1r(8) < p(8) = 3 para el
conjunto semialgebraico

§:={r>0,y>0 xv—y+4>0} CR%

Puede dar una idea de lo alejados que todavia nos encontramos de obtener una
solucién satisfactoria al problema de determinar los valores de p(8) y r(8) para un
conjunto semialgebraico cualquiera 8 que, hasta donde nosostros sabemos, la siguiente
cuestién permanece abierta:

Cuestion 1.1. ; Existe algin conjunto 8 tal que dim(8) < r(8) < p(8) < +00?

El primer resultado relevante relativo a la representaciéon de conjuntos semialge-
braicos como imégenes polinémicas de espacios euclideos se obtuvo en [FG1], donde
se demostré que dadas formas lineales independientes ¢y, ..., ¢, sobre R™ se tiene la
igualdad p(8) = n, donde

§:={zxeR": {1(z) >0,...,4.(x) > 0}.

El anterior es el germen de otros resultados acerca de la representabilidad como
imagen polinémica o regular de espacios euclideos de conjuntos semialgebraicos cuya
frontera es lineal a pedazos, los primeros de los cuales se obtuvieron en [U2].

Para exponerlos llamamos capa a todo subconjunto de R™ afinmente equivalente
al producto [0,1] x R"~!. Demostramos en [FGU2] que se cumplen las igualdades

rR*\K) =r(R"\IntX) =n

para cada poliedro convexo n-dimensional K C R™ que no es ni un hiperplano ni
una capa. En el aserto anterior Int X denota el interior del poliedro X como variedad
topolégica con borde. Obsérvese que las imdagenes regulares de R™ son conjuntos
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conexos, por lo que el anterior es el mejor resultado posible en esta direccién, ya que
el complementario R™ \ X de un poliedro convexo X y el complementario R™ \ Int X
de su interior son disconexos si y sélo si K es un hiperplano o una capa.

En los casos en que o bien n = 2 o bien n = 3, o bien n es arbitrario pero X es
acotado, probamos un resultado mas fuerte:

p(R"\ X) = p(R" \ Int K) = n.

Ademas, localizamos la obstruccién para que la técnica general desarrollada arroje
las igualdades anteriores en el caso en que n > 4 y X no es acotado.

Con respecto a los casos extremales también se demuestra que si T C R*! es un
subconjunto semialgebraico bdsico, el conjunto 8 := R™ \ (T x {0}) cumple que

dim(8) =1(8) = p(8) = n.

Merece la pena senalar que tan sélo para conjuntos semialgebraicos unidimensiona-
les 8 C R™ se conoce una caracterizacién geométrica completa, véase [F], de aquéllos
cuyos invariantes p(8) o r(8) son finitos. Se prueba que entonces p(8) < r(8) < 2. En
tal caso, p(8) =1 si y sdlo si 8 es cerrado en R™, mientras que r(8) =1 si y sélo si o
bien 8 es cerrado en el espacio proyectivo RP™, o bien Clgpm (8) \ 8 = {p} y el menor
gérmen analitico que contiene al gérmen §,, es irreducible.

A lo largo de este articulo denotaremos por Clx(Y) a la clausura, en el espacio
topoldgico X, del subconjunto Y, por lo que en el enunciado anterior, y puesto que
8§ C R™ C RP™, el simbolo Clgpm (8) denota el menor subconjunto cerrado de RP™
que contiene a 8.

En relacién con los poliedros, hemos demostrado en [FGU1] que si X C R™ es un
poliedro convexo, acotado o no, entonces dim(X) = r(X) = r(Int X). Por contra, ya
hemos senalado que las imégenes polinémicas no constantes de R™ son conjuntos no
acotados, luego p(X) = p(Int X) = 400 si el poliedro X es acotado y no se reduce a
un punto.

Hasta aqui hemos expuesto algunas respuestas afirmativas a la pregunta de si
cierto conjunto semialgebraico y conexo es imagen polinémica o regular de un espacio
euclideo. Otro aspecto no menos interesante del problema es obtener condiciones
geométricas necesarias para que un subconjunto semialgebraico 8 cumpla que r(8) o
incluso p(8) sean finitos, y este articulo se dedica a ello. Para exponer los resultados
y algunos de sus antecedentes necesitamos introducir mas notaciones.

Recordamos que una aplicaciéon continua f : X — Y entre espacios topoldgicos
X e Y es propia si la preimagen f~1(K) de cada subconjunto compacto K C Y es
un subconjunto compacto de X. Se comprueba inmediatamente que si f es propia y
Z C 'Y, entonces la restriccién f|s-1(z) : f~1(Z) = Z es también propia.

La interseccion 8o, := Clgpm (8)NMHs (R), donde Hyo (R) es el hiperplano de infinito
de RP™, se llama conjunto de puntos de infinito del conjunto § C R™ C RP™. En
[FU] se demuestra que si p(8) < 400 y 8 no se reduce a un punto, entonces 8, es un
conjunto conexo y no vacio. En particular, como el conjunto de puntos de infinito del
conjunto semialgebraico 2-dimensional

8:={(x,y) eR®: ©>0, y>0, zy <1}
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es 800 = {p,q}, donde p:=(0:1:0) y g:=(0:0:1), que no es conexo, se deduce
que p(8) = 4o00. Sin embargo r(8) = 2, ya que 8 es la imagen de la aplicacién regular

2 2 z? y?
R, @) o (e, ),
/ @)= T2 1752

Por otro lado, para cada subconjunto semialgebraico abierto U C R™, la funcién
g : U — R se dice de Nash si es analitica y su grafo es un subconjunto semialgebraico
de R™*1. Si § € R™ es un subconjunto semialgebraico no necesariamente abierto
en R™, se dice que una funciéon g : 8 — R es de Nash si existen un subconjunto
semialgebraico abierto U de R™ que contiene a 8 y una funcién de Nash G : U — R
tales que G|s = g. El conjunto N (8) de funciones de Nash en 8§ es una R-4lgebra, con
las operaciones definidas punto a punto.

En [FG3] se introduce la nocién de conjunto semialgebraico irreducible como aquél
que cumple que N'(8) es un dominio de integridad. En la Proposicién 3.6 demostrare-
mos el siguiente resultado: si 8 C R™ no se reduce a un punto y p(8) < +o0, entonces
8 es irreducible, de dimensién pura y su imagen por cualquier funcién polinémica
g :R™ — R es, o bien un punto, o bien un conjunto no acotado.

Antes de enunciar los dos resultados a cuya prueba dedicamos este articulo recor-
demos que si K denota R o C, un subconjunto Z de K" se dice algebraico si existen
polinomios hq,...,h, € K[x1,..., %] tales que

Z:={zxeK"™: hi(z)=0,...,h(x) =0}

Para cada subconjunto 8§ C K" denotamos Cln (8) € K™ al menor subconjunto
algebraico de K™ que contiene a 8, al que se llama clausura de Zariski de 8. Al sustituir
K™ por el espacio proyectivo KP™ y polinomio por polinomio homogéneo surge el
concepto de subconjunto algebraico proyectivo de KP™, y denotamos Clgp.. (8) C KP™
al menor subconjunto algebraico proyectivo de KIP™™ que contiene a 8.

Denotaremos dime(Z) la dimensién del subconjunto algebraico complejo Z, afin
o proyectivo, y reservamos dim(8) para la dimensién del conjunto semialgebraico
S C R™.

Los dos resultados principales de este trabajo hacen referencia a la frontera exterior
de un subconjunto 8 C R™, es decir, al conjunto 68 := Clgm (8)\8, y son los siguientes.

Teorema 1.2. Sea f : R™ — R™ wuna aplicacion polindmica, y denotemos 8 := f(R™)
y d ;= dim(8). Entonces,

(i) Para todo subconjunto finito F C 8 existe una semilinea paramétrica L tal que
FcLcs.

(ii) Para todo p € §8 existe una semilinea paramétrica L tal que p € L C Clgm (8).

(iii) Si d = n ewiste un subconjunto semialgebraico U, abierto y denso en (68)(n—1),
tal que para todo punto p € U existe una semilinea paramétrica £ que pasa por
p y que cumple L C Clgpm ((68)(n—1)) N Clrm (8)

Teorema 1.3. Sean f: R™ — R™ una aplicacion regular, 8§ := f(R™) y d := dim(8).
FEntonces,
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(i) Dado un conjunto finito F C 8 existe una semilinea reqular £ tal que F C L C 8.
(ii) Para cada punto p € §8 existe una semilinea reqular L tal que p € L C Clgm (8).

(iii) Si d =n ewiste un subconjunto semialgebraico U, abierto y denso en (88)(n—1),
tal que para todo p € U existe una semilinea reqular L que contiene a p tal que
L C Clgpm ((68)(n—1y) N Clrm (8).

En la siguiente seccién recordaremos algunos resultados relativos a la resolucion
del lugar de indeterminacion de la extensién proyectiva racional de una aplicacién
polinémica, que constituyen la técnica fundamental empleada en las secciones tercera
y cuarta para demostrar los dos teoremas anteriores.

2. Resolucién de indeterminaciones

2.1. Objetos proyectivos invariantes.

Los resultados clésicos del caso complejo sobre resolucién del lugar de indetermi-
nacién de la extensién proyectiva racional de una aplicacién polinémica C* — C™
son también validos en el caso real si se tiene cuidado en elegir los datos involucrados
en cada etapa invariantes con respecto a la conjugacién compleja. Explicamos esto
con més detalle. Denotamos z el conjugado de cada niimero complejo z € C y

0:=0,:CP" 5 CP", z:=(20: - :2p)—>Z2:=(Z0: " :Zn).

Decimos que un conjunto M C CP™ es invariante si o(M) = M. Del Criterio
Jacobiano, véase [BCR, 3.3.6] y [ZS], se deduce que si Z C CP" es un conjunto
algebraico proyectivo irreducible invariante no singular y dimc(Z) := d, entonces
Z N RP™ es un conjunto algebraico proyectivo no singular y dim(Z N RP*) = d.
Decimos que una aplicacion racional h : CP™ --+ CP™ es invariante si hoo, = o, 0h
0, mas brevemente, si h o 0 = o o h. En particular, si las componentes de h son
polinomios homogéneos con coeficientes reales, entonces h es invariante y la restriccién
h|gpn : RP™ --» RP™ es una aplicacién racional real.

2.2. Resolucion del lugar de indeterminacion.

Sea f:= (f1,..., fm) : R = R™ donde cada f; € R[x1, X2] es un polinomio en dos
variables. Sea d := max{deg(f;) : 1 <i < m}, denotemos K := R o C, indistintamente
y empleamos la notaciéon habitual

Fx : KP? - KP™, 2 := (20 : @1 : 22) — (2 : Fy(x): - Fp(x)),
donde cada
Fi(x0,%1,%2) := ngi(X1/XO,X2/XQ) € R[x] := R[xo, %1, x2],

para la extensién proyectiva racional Fx de f. Se emplea la flecha discontinua --+
en lugar de — porque el dominio de Fk no es necesariamente el espacio proyectivo
KP™ ya que, en principio, Fx puede no estar definida en los puntos z € KP" en
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los que se anulan todas las funciones coordenadas de Fk. Denotamos Yi el lugar
de indeterminacién de Fk, que evidentemente esta contenido en la recta de infinito
loo(K) := {20 = 0} C KP2. Nétese que si x := (1 : x1,22) = (71, 22), entonces

Fr(l:xy:29) = (1: fi(zr,22) : fo(z, 22) = f(21,22).

Empleando [Sh1, ITI.1.4] se demuestran los siguientes hechos bien conocidos, (véase
por ejemplo [FU, 2.b]):
(i) El conjunto Y¢ es finito, estd contenido en £, (C) e Yg = Yo N RP2.
(ii) Existen un entero k > 2, una superficie algebraica proyectiva invariante no singular

Z C CP* y una aplicacién racional invariante m¢ : Z — CP2, que cumplen las
siguientes dos condiciones:

(ii.1) Yo := {p € CP?: #n:'(p) > 1}.
(ii.2) La restriccion WC|Z\w51(YC) : Z\ 7z (Ye) — CP?\ Y¢ es un isomorfismo birre-
gular.

iii) Existe una aplicacion regular proyectiva e invariante ﬁc : Z — CP™ tal que
(iii) p gular proy q
FC'Z\‘NEI(YC) =Ico 7T<C|Z\7rgl(yc)-

Se dice que la terna invariante (Z, wc, Fr) es una resolucidn invariante de F¢.

Ademsds, para cada punto y € Y¢ las componentes irreducibles del conjunto al-
gebraico ms 1(y) son curvas algebraicas proyectivas irreducibles y no singulares K ,
birregularmente equivalentes a CP' via a una aplicacién regular ®;, : CP! - K, ,,
que es invariante si K; , es invariante, tales que

(iv.1) Siy € Y \ Y, entonces 0(K;y) = K; 5(y) v Kiy NRP* = 2.

(iv.2) Siy € Yg, entonces, o bien K; ,NRP* = & y existe j # i tal que o(K;,,) = K.,
o bien o(K;,) = K;, y la restriccién ¢; ,, := ®; y|gpr : RP! — C;, = K, , N RP*
es un isomorfismo birregular entre la recta proyectiva real RP! y la curva algebraica
proyectiva irreducible y no singular Cj .

La invarianza de los objetos anteriores tiene como consecuencia un comportamien-
to satisfactorio de la resolucion en el caso real. Enunciamos con precisién lo que esto
significa.

2.3. Resolucion del lugar de indeterminacion real.

Mantenemos las notaciones anteriores y consideramos la superficie algebraica pro-
yectiva real no singular X := ZNRP* y la aplicacién racional mg := mc|x : X — RP?,
cuya restriccion

TRl x\nt(ve) * X \ 72 (Yr) = RP?\ Yg

es un isomorfismo birregular. Denotamos ﬁR = ﬁd x : X — RP™, que es una aplica-
cion regular y cumple la igualdad

FR\X\ﬂﬂgl(YR) =FRro 7r1R|X\7rngl(yﬂg)-
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Como X \ 13 (£ (R)) € X \ 7' (Yr) vy RP? \ £ (R) = R?, se tiene
Fr(z) = (Fr o m)(z) = f(ma(z)) € R™ = RP™ \ Hoo(R)

para todo z € X \ 75 ! (loo (R)), de donde Fig *(Hoo(R)) C 75 (£oo(R)). En virtud de
[Sh2, VI.2.2.d], la transformada estricta K de £ (C) respecto de mc, definida por

Koo = Clz (g ' (loo(C) \ Yr)),

es una curva algebraica compleja no singular y mclk.. : Koo — foo(C) = CP! es
un isomorfismo birregular invariante. En consecuencia, Ko, es una curva algebraica
compleja racional invariante y no singular. Por tanto C., := Ko, N RP* es una curva
algebraica real racional no singular, que ademds es la transformada estricta de £, (R)
respecto de 7R, es decir,

Coo := Clx (13 ' (Lo (R) \ Y&).
3. Demostracion del Teorema 1.2.

Comenzamos demostrando el siguiente Lema auxiliar, cuya prueba se apoya esen-
cialmente en la demostracién de [FU, Thm. 3.3]. Diremos que {zx}r C R™ es una
sucesién totalmente no acotada si todas sus subsucesiones son no acotadas.

Lema 3.1. Sean f : R? — R™ una aplicacidn polinémica, Fg : CP? --» CP™ su
extension racional proyectiva y (Z, nic, Fr), donde Z C CP*, una resolucion invariante
de Fc. Denotamos

8 := f(R?), X := ZNRP*, F\R::ﬁdx y TR :=Tc|x-

Sean Co la transformada estricta respecto de g de la recta de infinito £oo(R) C RP?
e Yr el lugar de indeterminacion de la restriccion Fg := Fg|gpz. Entonces,

7T]1%1(600(]1%)) =CxU U Wﬂgl(y)a (2)

YEYR
y para cada punto y € Yi se tiene 7z ' (y) = C1,y U+ UC,, ,, donde:
(i) Cada C;, es una curva algebraica racional real no singular.
(ii) La interseccion Coo N Cyy es un dnico punto {b1,}.

(iii) La fibra 73 ' (y) es coneva y, de hecho, C;,, ﬂU;;ll Cj,y es un unico punto {b; ,}
para todo 2 <1 < sy

(iv) Si ﬁR(Ci7y) ¢ Ho(R) y ﬁR c,, Mo es constante, entonces b, € ﬁﬁgl(Hw(R)).
Mds ain, si ¢;, : RP' — C;, es una aplicacién birregular tal que ¢;y1 (biy)

es el punto de infinito de RP', entonces h;, = ﬁR o ¢iylr : R — R™ es una
aplicacion polindmica cuya imagen estd contenida en Clgm (8).

(v) Si Fa(Ciy) ¢ Hoo(R) y Fi ¢
existe j # 1 para el que Fg|c, , es no constante y Fr(C;y) C Fr(Cjy).

c,, €s constante, entonces b;, & ﬁﬂgl(Hm(R)) Y

166

Homenaje J. Tarrés



J.F. Fernando/J.M. Gamboa/C. Ueno Sobre las propiedades de la frontera exterior

(vi) Sean Yg :={y € Yn: ﬁR(wﬂgl(y)) 7 Hoo(R)} y para cada y € Yg denotemos

Fy={1<i<s,: Fa(Ci,) ¢ Hu(R), Fg

c,. es no constante}.
'Y

Se cumple que:

sscD:= | |J hiy(R) C Clpn(8),

yEYS i€F,

(vii) La restriccion flge\ p—1(py : R?\ f71(D) = R™ \ D es una aplicacion propia y
para cada z € D existe una sucesion {xy i, C R? totalmente no acotada, tal que
la sucesion {f(x)}r converge a z.

Demostracion. La igualdad (2) se sigue de la inclusién Yg C ¢« (R), y para cada
y € Y se satisfacen los apartados (i)-(iii), por [FU, 3.3.7 y 3.3.9].

A continuacién demostramos (iv). Fijemos un punto y € Yy, y sea C; := C; , una
componente irreducible de 7 *(y) tal que Fr(C) ¢ Hoo(R).

Sean K; la componente irreducible invariante de m L(y) que cumple K;NRP* = C;,
y ®; : CP' — K; una aplicacién birregular e invariante. Entonces, la restriccién
@i = ®;|ppr : RP! — C; es también birregular y la composicién

H; ::F\CO(I’:(HiO:Hi teoot Hyp) : CPY — CP™

es una aplicacién regular invariante. Todos los polinomios H;; € Rt,t;] son ho-
mogéneos del mismo grado d, y podemos suponer que ged(H;o, ..., Hiym) = 1. Co-

mo F\R‘C“ y por tanto Fr|k,, no es constante, el grado d es > 1; en consecuencia
Ki N Fg ' (Hoo(C)) = ®({Hio = 0}) # @.

Puesto que K; y Fz'(Hoo(C)) son, en virtud de [FU, 3.3.6] invariantes y co-
nexos, y estdn contenidos en el conjunto A := 7' (foo(C) U Y), la interseccién
K; N ﬁ(c_l(Hoo((C)) es invariante y no vacfa, y de hecho contiene, en virtud de [FU,

3.3.8] un tnico punto p; € ﬁR_l(HOO(]R)). Asi, tras un cambio de coordenadas afin
e invariante, podemos suponer que H;p := td y que h; := H;|g : R — R™ es una
aplicacién polinémica no constante. Se sigue de la demostracién de [FU, 3.3.12] que

Tm(h;) € Fr(X) \ Fr(Fg ' (Hoo(R))) = Clam (8). (3)

Comprobamos que b; = b; , = p; € ﬁR_l(HOO(R)). Si i =1 el resultado es claro;
por tanto, suponemos ¢ > 2. Sean K; las componentes irreducibles de 7 1(y) que
satisfacen K; N RPF = C; para cada 1 < j <r —1. Por [FU, 3.3.10] y las propiedades
(i)-(iil) ya demostradas, la curva algebraica proyectiva compleja

Ty 1= Ko U (g () N P (R ©) U [ K € 7 (e (€) € 4

es conexa. En consecuencia, como también K; C A es conexa, la interseccion K; NT;
es, por (iii), no vacia y contiene al punto {b;}. Pero K; N'T; es, por [FU, 3.3.8], un
Unico punto, luego K; NT; = {b;}. Se tiene entonces

{pi} = KiNFz ' (Hoo(C)) = Ki Nz (y) N F: N (Hoo(C)) € Ki N T} = {bi},
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es decir, b; = p;.

Ahora comprobamos (v). Como ﬁR\cw es constante y ﬁR(Ci’y) ¢ Hoo(R), la in-
terseccién C; 4 N ﬁﬂgl(Hoo (R)) = @. Ademas, por (iii) sabemos que existe un indice
1 < j < i tal que la intersecciéon C;, N C;,, = {b;,}. Como b; , & ﬁﬂgl(Hoo(R)) se
tiene ﬁR(Cj}y) ¢ Hoo(R). Si ﬁR|cj,y no es constante hemos terminado, puesto que

ER ..y = Fr(bi,y). En otro caso repetimos el procedimiento con C;, hasta que llega-
mos al indice que nos interesa. Este proceso debe terminar puesto que C; , NCoo # @

¥ Fr(Cx) C Ho(R).
Pasamos a probar (vi). Sea G, := {1 < i < s : ﬁR(Ciﬁy) ¢ Hoo(R)} para cada
y € Y. Como consecuencia de los siguientes hechos:

s Fr(F7Y(R™)) = Clgm (8) ¥ Soo = F(Fg *(Hao(R))), véase [FU, 3.3.12],

s Coo C F7 (Hao(R)), y por tanto Fr(Coo) C Fr(Fg '(Hao(R))),
" 8§ = Fe(my ' (R?)),
o Fa(mg ' (loo(R))) = Fa(Coo) UUyeys, Fr(mz ' (1)),
por la igualdad (2) en el enunciado, y de los apartados anteriores, tenemos que
08 = Clgm (8) \ 8 = Fr(X) \ (Fr(Fy ' (Hoo(R))) U Fia(m ' (R?)))
C Falmg (loo(R))) \ Fi(Fg ' (Hoo(R))) € | J | Fr(Ciy \ {biy})

€Yy i€g,
=p={J U my® cClrn(s), "
YEYS i€F,

y por tanto (vi) queda demostrado.

Finalmente comprobamos (vii). En primer lugar, como ﬁR : X — RP™ es una
aplicacion propia también lo es su restriccién
o -1
FR‘X\ﬁR*I(HN(R)U'D) X\ Fg (Hoo(R)UD) - R™\ D.

Asi, como la aplicacién p := WR\TFE(RQ) : e ' (R?) — R? satisface ﬁR\ﬁ;l(RQ) = fop,
para demostrar que la aplicacién flge\ f-1(p) : R2\ f~1(D) — R™\ D es propia es
suficiente ver que X\ﬁﬂgl(Hoo(R) UD) = p~H(R2\ f~1(D)). En efecto, de [FU, 3.3.11]
y la definicién del conjunto D, se deduce que

1z (Lo (R)) = F ' (Hoo (R)) U (F (D) N7 ! (Lo (R)).
De esta igualdad resulta
Fi'(Hoo(R) UD) = Fy ' (Hoo (R)) U (F (D) Nz (U (R)) U (Fr 1(D) Nz ' (R?))
= 15 (Lo (R) U (Fg 1(D) N1z ' (R?)) = 7 (Lo (R)) U p L (f7H(D)),
y de aqui
X\ Fy'(Hoo(R)UD) = X \ (3! (€ (R)) U p~ (F7H(D)))
=1 '(R2)\ p~H(f7H(D)) = p~ 1R\ fTY(D)).
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Ahora bien, para cada punto z € D existen un punto y € Yy, un indice i € 7y y
un punto u € C;, \ {biy} C 7' (lo(R)) tales que Fa(u) = 2. Al ser ﬂ'%il(Rg) denso
en X, existe una sucesién {ug}r C 7' (R?) que converge a u € 7y (foo(R)). En
consecuencia, si denotamos x; = 7g(ug), la sucesion {xy }x es totalmente no acotada
en R2, mientras que f(z5) = f(mr(uz)) = Fr(uz), luego la sucesién { f(zx)}x converge
al punto z.

El Lema anterior 3.1 proporciona una nueva demostracién del siguiente resultado,

(véase [FG2, 3.8]).

Corolario 3.2. Sea f : R? — R™ wuna aplicacion polinémica cuya imagen 8 tiene
dimension 2. Entonces existe una familia finita de semilineas paramétricas L1, ..., L,
tales que 68 C |Ji_; £i C Clgm (8).

Observaciones 3.3. (i) Dada una aplicacién polindmica f : R” — R™ la clausura
de Zariski Z := CIgn (8) C R™ de 8 := f(R"™) es un conjunto algebraico irreducible.
En particular, la clausura de Zariski de una semilinea paramétrica es un conjunto
algebraico irreducible de dimensién 1.

En efecto, sea R[y] := Ry1,...,¥m] y probemos que J(Z) := {g € Rly] : g|lz =0}
es un ideal primo. Sean g, h € R]y] tales que gh € J(Z). Entonces gh|s = 0, luego los
polinomios G :=go fy H:=ho f € R[x] := R[xy,...,x%,] cumplen que su producto
GH es idénticamente nulo. Como el anillo de polinomios R[x] es un dominio podemos
suponer que G = 0, luego g|z =0, es decir, g € J(2).

(ii) Con las notaciones del Corolario 3.2, supongamos que existe una semilinea pa-
ramétrica £; tal que dim(£; N d8) = 1. Entonces, £; C Clgm (88).

En efecto, en virtud del apartado anterior la clausura de Zariski Clgm (£;) es un

conjunto algebraico irreducible unidimensional, y contiene a £; N 8, luego también

zar

contiene a Clgm (£, N d8), que por hipdtesis tiene dimensién 1. En consecuencia,
L; C Clgn (£;) = Clgn (£, N d8) C Clgm (8).

(iii) Se deduce directamente del Corolario 3.2 que si p € 68 es un punto aislado,
entonces existe una semilinea paramétrica £ C Clgm (8) que contiene a p.

Antes de probar el Teorema 1.2 recordamos el siguiente Lema de Seleccién de
curvas racionales, demostrado en [FU, 2.5], cuyo enunciado sigue la linea introducida
en el cldsico Lema de Seleccién de curvas debido a Milnor, [M, §3. 3.1].

Lema 3.4 (Lema de Seleccién de curvas racionales). Sean f : R™ — R™ una apli-
cacion regular con imagen 8 := f(R™). Sean T C 8 un subconjunto semialgebrai-
co denso de 8 y p € Clgpm(8) \ 8. Entonces existen enteros r > 1, ki,...,k, con
k1 = min{ky,...,kn} < 0, y polinomios pa,...,pn € R[t] con p;(0) # 0 para ca-
da 2 < i < n, tales que, tras reordenar las variables en caso necesario, para cada
B € (t")R[t]™ se cumplen las siguientes dos condiciones:

(1) p= 11’th0+ (f © (O‘ + /B))(t)a donde a(t) = (itklﬁthpQ(t)? s 7tknp'rl(t));

(i) (fo(a+B))((0,€)) C T para todo € > 0 suficientemente pequenio.
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Ya estamos en condiciones de demostrar el Teorema 1.2.

Demostracion del Teorema 1.2. Comenzamos probando (i). Sea F := {q1,...,¢,} C 8
un conjunto finito y sea G := {p1,...,p-} C R™ tal que f(p;) = ¢; para cada indice
1 <4 < r. Comprobemos primero que existe una involucién polinémica h : R — R"
que transforma cada p; en un punto de la forma (a;,0) € R x R*~1.

En efecto, tras un cambio afin de coordenadas podemos suponer que las primeras
coordenadas de los puntos p; son distintas dos a dos, esto es, si p; := (a1i,...,an;)
entonces ai; # ay; si ¢ # j. Por tanto, existen polinomios ; € R[t] con v;(a1;) = aj;
para cada 2 < j < n, luego la aplicacion

h:R" — ]an (1’17...,1’”) = (1'1,’}/2(1'1) 75627...,’)/"(1'1) 7:Cn)

es una involucién polinémica de R™ que satisface h(a;,0) = p; para todo 1 < i < r.
Sea a: R — R"™, t — (¢,0,...,0) y la semilinea paramétrica £ := Im(f o ho «a), que
satisface F C £ C 8.

Para demostrar (ii), fijemos un punto p € 8. Por el Lema 3.4, existen, tras un
cambio afin de coordenadas,

= enteros k; con k; = min{ky,...,k,} <0,y
= polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para 2 < i < n,
tales que p = lim;_,o+ (f o @)(t), donde a(t) = (t*1,t*2py(t),. .., tF p,(t)). Escribi-

mos -
y i pZ(X) si kl < 0,
hi(x,y) =14 ~, .
x"ip;(x) si k; >0,
para 1 <17 < n. Consideramos las aplicaciones polinémicas
hi:=(hi,....,hy) :R2=R" v g:=(g91,...,9m) = foh:R? 5 R™,

Como 8y := g(R?) C f(R") = 8, el punto p & 8. Por otra parte, si B(t) := (t,1/t)
se tiene p = lim;_,o+ (g o B)(t), luego p € Clgm (8g) \ 8 = 88¢. Asi, por el Corolario
3.2, existe una semilinea paramétrica £ C Clgm (8g) C Clgm(8) que contiene a p.

Finalmente probamos (iii). Suponemos que (d8)(,,—1) # @, porque en caso contra-
rio no hay nada que probar. Sean X el grafo de fy D := mo(Clgpn xrpm (X)\ X)NR™,
donde 7y : RP™ x RP™ — RP™, (x,y) — y es la proyeccion sobre el segundo factor.
Como la restriccion

P := T2|Clgpn o (X) * Clrpn xrEm (X)) — RP™
es propia y p~ 1 (Hoo(R)) C Clgpn xrpm (X) \ X, también es propia la restriccién
Flmg—1(py : R\ f7H(D) = R™\ D.

Ademés, para cada y € D existe una sucesién totalmente no acotada {x}r C R™
tal que {f(zx)}x converge a y. En virtud de [BCR, 2.8.13] la dimensién del conjunto
semialgebraico D es < n — 1, por lo que la dimensién de R := Clgm (D) NS\ (DNS)
es < n — 2. En particular, el conjunto

T := 68\ Clan (R) = Clz (8) \ (S U Clgn (R))

— Clan (8)\ (Clan (DNS) US) = 8\ Clgn(D1S) )
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tiene dimensién n — 1y §8 \ T C Clgm (R) tiene dimensién < n — 2. Por tanto

W= ((68)(n—1) NT) \ CI"* (08 \ (08)(n—1))
= (68)(n—1) \ (Clem (D N S) UCI™ (68 \ (68)(n—1)))

es un subconjunto semialgebraico abierto y denso de (68),—1)-
Tomamos p € U; por el Lema 3.4 existen, tras un cambio afin de coordenadas,

= enteros 7, k; con k; = min{ky,...,k,} <0,y
» polinomios p; € R[t] con p;(0) # 0 para2 <i<n

tales que p = lim,_,o+ (f o @)(t), donde a(t) := (¥ + 7, t*2pa(t), ..., tF p,(t)).
Tras la sustitucién t — t2? podemos suponer que k; y r son pares. Escribimos
hi(x,y) := y!*1l + x" y para cada 2 <i <n

hi(x,y) = yFilpi(x) sik; <0,
L xFip; (x) sik; > 0.

Observamos que la aplicacién h : R? — R™ es propia, puesto que si {z}x es una
sucesion no acotada en R?, entonces {h;(zx)}x es una sucesién no acotada en R, luego
{h(zr)}r es una sucesién no acotada en R™. Es més, p = lim;_,g+ h(t,1/t) en RP".
Ahora escribimos g := f o h cuya restriccién glgz\,—1(py : R\ g7 (D) — R™ \ D es
propia, porque tanto la restriccién f|lga\ p-1(p) : R"\ f71(D) — R™\ D como h lo
son. Denotemos 8 := g(R?) C 8.

Por el Lema 3.1 (vi-vii) sabemos que existe un ndimero finito de semilineas pa-
ramétricas L1,...,L, tales que

889 C Do = J £i C Clgm (80) C Clgm (8) = S U S,

i=1

la restriccién g : R? \ g=1(Dg) — R™ \ Dy es propia y para cada z € Dy existe una
sucesién totalmente no acotada {zy}r C R? tal que {g(zx)}x converge a z. Al ser h
propia, Dy C D, y por tanto, DgNS C DNS. Més ain, puesto que p € §8g se deduce
que existe un indice 1 < i < r con p € £ := L;. Observamos también que

£C (8N D) U (85 (88)u1y) U (£ (38)(u_1).
En consecuencia, si dim(£ N (d8)(,—1)) = 0 se tiene
p € L C Clgm (Do N 8) U Clrm (08 \ (08)(r,—1)) C Clgm (8 N D) U CI** (08 \ (68)(n—1)),

lo que contradice que p € U. Por tanto, dim(£N(88)(,—1)) = 1y £ C CI"((88)(r—1)),
como queriamos ver. O

Definicién y Observacién 3.5. (i) Decimos que un subconjunto semialgebraico
8 C R™ es conexo por semilineas paramétricas si para cada par de puntos x,y € 8§
existe una semilinea paramétrica contenida en 8 que pasa por x e y. Mas aun, si para
cada subconjunto finito F C § existe una semilinea paramétrica £ tal que ¥ C L C 8
decimos que 8 es completamente conexo por semilineas paramétricas.
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(ii) El Teorema 1.2 (i) afirma que las imdgenes polinémicas de espacios euclideos son
subconjuntos completamente conexos por semilineas paramétricas. En particular son
conexos por semilineas paramétricas, por lo que el siguiente resultado proporciona
obstrucciones a que un conjunto semialgebraico sea imagen polindémica de un espacio
euclideo.

Proposicion 3.6. Un conjunto semialgebraico & C R™ conexo por semilineas pa-
ramétricas es irreducible, de dimension pura, y la imagen h(8) de 8 por toda funcién
polindmica h : R™ — R es no acotada o se reduce a un punto.

Demostracion. En efecto, supongamos primero que 8 es reducible y sean 81,...,8,
las componentes irreducibles de 8, véase [FG3, 4.1]. Parai = 1,2 sea z; € 8;\U;; 8;
y sea L una semilinea paramétrica tal que z1,29 € L C 8. Sea a : R — R™ una
aplicacién polindmica tal que a(R) := £. Por [FG3, 2.4, 4.3] existe una funcién de
Nash f € N(8) tal que 81 :={z € 8 : f(z) = 0}. Sea C:=a ' (U;_,8;) C R, que es
un subconjunto cerrado de R que no interseca a a~!(z;). Entonces foa : R — R es
una funcién Nash que se anula idénticamente sobre el subconjunto abierto no vacio
R\ € de R. Por el Principio de Identidad, f o v es idénticamente nula, luego £ C 81,
que es una contradiccién.

Supongamos que 8 no tiene dimensién pura y sean d := dim8 y T := (Jy<pcq S(r)-
El conjunto semialgebraico 84 es cerrado en 8 y la clausura de Zariski C1I”*(7) tiene
dimensién < d — 1. Sea g € R[xy,...,%y] tal que CI"*(T) = {& € R™ : g(z) = 0}
y elijamos puntos z; € 8 \ CI**(T) y 22 € 7. Sea £ una semilinea paramétrica tal
que 1,29 € L C 8 y sea f: R — R™ una aplicacién polinémica tal que S(R) := L.
Consideramos el subconjunto cerrado € := =1L N 8(ay) de R, que no interseca
al conjunto 371(x5). Consecuentemente, go 3 : R — R es una funcién polinémica
que se anula idénticamente sobre el subconjunto abierto no vacio R\ €’ de R. Por el
Principio de Identidad, g o 8 es idénticamente nula, luego £ C CI**'(T), que es una
contradiccién.

Finalmente, supongamos que existe una aplicaciéon polinémica h : R™ — R tal
que h(8) es acotado y no se reduce a un punto. Sean ¢i,q2 € h(8) con ¢1 # ¢2 y
sean p1,pe € 8 tales que h(p;) = ¢; para i = 1,2. Sean £ una semilinea paramétrica
tal que p1,p2 € L C 8y v : R — R™ una aplicacién polinémica tal que y(R) = L.
Observamos que ho~vy : R — R es una aplicacién polinémica con imagen acotada,
luego h o 7y es constante, y esto es falso porque ¢1,¢2 € (ho7)(R). O

Del enunciado anterior surgen algunas cuestiones cuya respuesta desconocemos.

Cuestiones 3.7. (i) Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico 2-dimensional comple-
tamente conexo por semilineas paramétricas, cuyo conjunto 8., de puntos de infinito
es conexo y tal que existe un nimero finito de semilineas paramétricas contenidas en
Clgm (8) que recubren su frontera exterior d8. ;Se cumple que p(8) = 27

(ii) Sea 8§ C R™ un conjunto semialgebraico n-dimensional completamente conexo
por semilineas paramétricas cuyo conjunto de puntos de infinito 8., es conexo y
existe un subconjunto semialgebraico U, abierto y denso en (68)(,—1), tal que para
cada p € U existe una semilinea paramétrica que pasa por p y estd contenida en
CI"™((68) (n—1y) N Clgm (8). ;Se cumple que p(8) = n?
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Observaciones 3.8. (i) Existen conjuntos semialgebraicos 8§ completamente conexos
por semilineas paramétricas cuyo conjunto de puntos de infinito 8o, no es conexo, y
viceversa. En efecto, si 81 := {0 <2 <1} U{0 <y < 2} C R? se tiene

81,00 ={(0:0:1)}U{(0:1:¢), 0 <t <1},

que no es conexo. Sin embargo, mediante interpolacién y el Teorema de Aproxima-
cién de Stone-Weierstrass, se puede comprobar que 8; es completamente conexo por
semilineas paramétricas. Por otra parte, el conjunto de puntos de infinito de la ban-
da 85 := R x [0,1] se reduce a un tinico punto, y por tanto es conexo, pero S8 no
es completamente conexo por semilineas paramétricas porque su proyeccién sobre la
segunda coordenada es acotada y distinta de un punto.

(ii) El conjunto semialgebraico 8§ := {(z,y) € R? : 22 + y? > 1} C R? es com-
pletamente conexo por semilineas paramétricas y su conjunto de puntos del infinito
es conexo; sin embargo su frontera exterior no puede ser recubierta con un conjunto
finito de semilineas paramétricas. Por tanto, § no es imagen polinémica de R?, aunque
sf lo es de R? (véase [FG2, 4.2]).

(iii) Los resultados obtenidos en esta seccién acerca de la frontera exterior de una
imagen polinémica de R™ descansan sobre la resolucién del lugar de indeterminacién
de aplicaciones racionales complejas que son extension de aplicaciones polinémicas
definidas sobre R2. Tal vez se puedan obtener condiciones més restrictivas sobre la
geometria de la frontera exterior de una imagen polinémica de R™ para n > 3 em-
pleando aplicaciones més generales.

4. Demostracion del Teorema 1.3.

Nuestro dltimo objetivo en este trabajo es demostrar el Teorema 1.3, en cuya
prueba emplearemos técnicas y estrategias semejantes a las utilizadas anteriormente
en la del Teorema 1.2. Antes necesitamos algunos resultados auxiliares acerca de
los subconjuntos de R™ que son imagen de R y de R? por una aplicacién regular.
Recordemos que, para K = R o C las curvas algebraicas proyectivas birracionalmente
isomorfas a la recta proyectiva KP! se llaman racionales.

Lema 4.1. Sea I C R un intervalo que mo es abierto en R. Entonces, existe una
funcion regular f: R — R tal que f(R) =1.

Demostracion. Basta probar que los intervalos [0, 4+00), [0,1] y [0,1) son imdgenes de
funciones regulares R — R. Se comprueba inmediatamente que las funciones

1+1t)2 1
:R—R 2 ‘R—>R a+y :R—R —
fiiR= Rt 8% fo:RoR t0 =y fs:R= R, b= g,
cumplen las igualdades f1(R) = [0,400), f2(R) =1[0,1] y f3(R) =1[0,1). O

Proposicion 4.2. Sea § C R™ un conjunto semialgebraico de dimension pura 1 tal
que Clgpm (8) es una curva racional. Entonces 8 es unidn de un nimero finito de
semilineas requlares.

173

Homenaje J. Tarrés



J.F. Fernando/J.M. Gamboa/C. Ueno Sobre las propiedades de la frontera exterior

Demostracion. Sea ¢ : RP' — CIZ5..(8) la normalizacién real de Clgp.(8). Si se
cumple que 8 = Clgpm (8(1)), entonces podemos suponer que 8§ = S!, luego por la
igualdad (1) en la Introduccién, 8 es imagen de R por una aplicacién regular, y hemos
concluido. Por otra parte, si 8 # Clgpm (8(1)) denotamos p el punto de infinito de
RP! y podemos suponer que ¢(pso) € Clgpm (8(1)) \ 8. En consecuencia, ¢~ 1(8) es
un conjunto semialgebraico de R = RP! \ {p..}, esto es, ¢~ 1(8) es una unién finita

Ui_{pit U U;Zl I; de puntos p; e intervalos I;. Esto implica, al ser & de dimensién
pura, que 8 = {J;_; o(I;).

Dado un indice 1 < j < s, si el intervalo I; no es abierto se deduce del Lema
4.1 que ¢(I;) es una semilinea regular, mientras que si I; := (a;,b) es un intervalo
abierto, donde —oo < a; < b; < 400, escribimos I; = (a;,c] U [c,b;) ¥, por el Lema
4.1, (;5]( ;) es unién de dos semlhneas regulares, lo que termina la demostramon O

Lema 4.3. Sea f : R --+ R™ wuna aplicacion racional no constante cuya imagen
denotamos 8. Entonces:

(i) Eziste una aplicacion regular invariante F : CP! — CP™ tal que Flg = f y
F(CPY) = CIZ5. (8).

El conjunto Clipn (8) es una curva algebraica racional compleja y existen una
CP
aplicacion sobreyectiva, regular, birracional e invariante 7w : CP1 — CI%5..(8) y
una aplicacion regular, sobreyectiva e invariante F' : CP* — CP! tales que

F=noF y m(RP')=CI.(S1)).

Demostracion. (1) Quitando denominadores y homogeneizando adecuadamente, f se
extiende a una aplicaciéon racional invariante

F:=(Fy:F:---:F,):CP'--s CP™,

donde cada polinomio F; € R[x,x1] es homogéneo y deg(F;) = deg(F;) para cada
par de indices 0 < i < j < m. Esta extensién es de hecho regular, por [M, 7.1], y por
el principio de identidad, es tnica. Ademds, F(CP'), que estd contenido en ClZp.. (8),
contiene, por [Mu, 2.31], un subconjunto no vacio abierto en la topologia de Zariski
de Clgﬁﬁn( ); por tanto, como F' es propia y Cl@p.(8) es irreducible concluimos, en

virtud de [Mu, 2.33], que F(CP') = CIZp... (8).
(ii) Sea C' C CP* la normalizacién de Cl%p... (8) que es, por [Shl, 5.3], una curva

proyectiva irreducible no singular birracionalmente equivalente a Cl¢p. (8), via una
aplicacién regular sobreyectiva m : C' — Clgpm(8). Como Clfpn(8) es invariante
podemos suponer que también C'y 7 lo son. La composicién 7~ oF : CP! --» C es una
aplicacién racional invariante que, de nuevo por [M, 7.1], se extiende a una aplicacién
regular sobreyectiva invariante F:CP' = C que cumple la igualdad F' = 7o F. Esto
implica que C' es una curva algebraica proyectiva no singular racional, es decir, de
género aritmético g,(C) = 0, pues, por [Mu, 7.6, 7.20], 0 = g,(CP!) > ¢,(C) > 0.
En consecuencia podemos suponer que C' = CP!. Para concluir es suficiente observar
que, por la unicidad de la normalizacién, el par (RP!, 7|gp1) es la normalizacién de
CIZE, (8) y m(RPY) = CIZE, (S(1)). O
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Proposicién 4.4. Dada una aplicacion regular f : R? — R™ cuya imagen 8 := f(R?)
es un conjunto acotado, existe una familia finita de curvas racionales {M;}i_, que
cumplen las siguientes condiciones:

(1) 68 CD:= UZ:l M@(D C ClRm (8)

(ii) La restriccion flgz\j-1(py : R*\ f~HD) = R™\ D es una aplicacion propia y
para cada z € D existe una sucesion totalmente no acotada {xy} C R? tal que
{f(zr)}r converge a z.

Demostracion. Como f es regular existen polinomios fo, f1,..., fm € R[x1,x2] tales
que fo no se anula en ningin punto de R? y

1
‘R2 S R™, z— —— ), ..., fm(x)).
Sea d := méax;=,... m{deg(f;)} y consideremos la aplicacién racional
2 m dg (X1 X2
Fr=(Fp:Fy: - : F,):RP* --» RP™, donde Fj(x:%1:%x3)= xofl(—, —)
X0 Xpo

La demostracién se desarrolla en varios pasos.

(4.5.1) La aplicacién Fg se extiende de manera natural a una aplicacién racional
invariante Fg : CP? --» CP™, y podemos suponer que ged(Fy, F, ..., Fy,) = 1, por
lo que el conjunto de puntos de indeterminacién de Fx es

Yk :={z € KP?: Fy(z) =0, paratodo 0 <i< m}.

Como f es regular, Yr C £ (R).

(4.5.2) Recordemos las notaciones y propiedades vistas en 2.2 y 2.3. Sean (Z, ¢, ﬁc)
una resolucién invariante de F¢, la superficie proyectiva real no singular X := ZNRP*
y la aplicacién racional invariante mg := mc|x : X — RP? cuya restriccién

Tl st (v * X \ 7R (Ye) = RP?\ Y

es un isomorfismo birregular, y ER = ﬁd x : X — RP™, que es una aplicacién regular
real que cumple la igualdad FR|X\W1(YR) =Fgro FR|X\WT;1(YR)'

(4.5.3) Ademds, la transformada estricta Co, := Cly (m; ' (foo(R) \ YR) es una curva
algebraica proyectiva racional real no singular y cada fibra mp 1(y) con y € Yy es
una unién finita de curvas algebraicas racionales proyectivas reales no singulares C; ,,
donde i = 1,...,7,. En consecuencia, mg ' (£o (R)) = Cop U Uyeva Uiz, Ciy-

(4.5.4) Observamos que ﬁR(X ) = Clgpm (8), ya que la aplicacién Fi es propia y el
conjunto § es acotado; ademds 8 = f(R?) = Fg(R?) = Fp(rg ' (R?)). Por tanto,

08 C D = Fia(my ' (oo (R))) = Fr(Coo) U | | Fr(Ciy) C Clrn (8),
yEYr i=1

lo que, por el Lema 4.3 (ii), demuestra la afirmacién (i).
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Ahora probamos (ii). Como la aplicacién ﬁR : X — RP™ es propia, también lo es
FR|X\13Dg1(D) s X\ Fy (D) — R™\D. Asi, ComOf = WR|TF§1(R2) : 5 H(R?) — R% es un
isomorfismo birregular que satisface la igualdad FR|7TW:1 R2) = fop, para demostrar que
la restriccién flga\ f-1(p) : R2\ f~1(D) — R™ \ D es propia es suficiente comprobar
que X\ﬁR—l(j)) = p 1(R%\ f~1(D))). Ahora bien, como ﬁmﬂ&l(Rz) = fop, tenemos

~

Fg (D) = ' (Lo (R)) U p ™ (f71(D)),

y por tanto, se cumple que

X\ Fg (D) = X\ (g (Lo (R) U p~ ' (f71(D))
=z (R)\ p~ (fF7H(D)) = p ' (R*\ fTH(D)).

Més atin, si z € D existe u € 75 ' (fao(R)) tal que Fr(u) = z. Al ser Tz ' (R?) denso

en X, existe una sucesién {ug}, C 7' (R?) que converge a u. Si z := ( k) la
sucesion {zy}r es totalmente no acotada, mientras que f(xg) = f(mr(ug)) = Fr(uw),
de modo que {f(xy)}r converge a z, como queriamos ver. O

Corolario 4.5. Sea 8 C R™ un conjunto semialgebraico 2-dimensional que es imagen
de una aplicacion reqular R2 — R™. Entonces, existen un conjunto finito D y una
familia finita de semilineas regulares {M;}7_, tales que

58 C DU JM; C Clam (8) N CI7(58).

i=1

Demostracion. Si § es acotado el resultado se deduce del Corolario 4.2 y la Proposicién
4.4; véase también la Observacion 3.3 (2). Por tanto es suficiente probar que podemos
reducir la prueba al caso acotado. Para ello consideramos la inversion respecto de la
esfera de R™ 1! de centro el origen y radio 1, que es la aplicacién regular

he R\ {0} = R™I\ {0}, = a/l|z]]?,

e identificamos R™ con el hiperplano H = {z,, 41 = 2} C R™HL. Asi, si 8§ no es
acotado tampoco lo es su identificado, al que seguimos denotando § ¢ H C R™*+1,
Por tanto sf es acotada su imagen T := h(8) C {x € R™! : ||z|| < 1}, porque
8§ C {z € R™*! : |jz|]| > 1}. Como h es una involucién racional, preserva el género
de las curvas y, en particular su racionalidad. Ademds 0T = h(d8) U {0}, luego es
suficiente demostrar el resultado para T, como pretendiamos probar. O

Ahora, la demostracion del Teorema 1.3, cuyos detalles omitimos, es andloga a la
del Teorema 1.2, teniendo en cuenta que, mediante una inversiéon, podemos suponer
que el conjunto semialgebraico involucrado § C R™ es acotado, y usando a continua-
cién el Corolario 4.2, la Proposicién 4.4 y el Corolario 4.5 en lugar del Lema 3.1 y el
Corolario 3.2.

Terminamos esta seccion justificando el interés del Teorema 1.3. Evidentemente,
es posible formular cuestiones similares a las propuestas en 3.7 en el contexto de las
imégenes regulares, tratando de averiguar si las afirmaciones reciprocas a las estable-
cidas en el Teorema 1.3 y el Corolario 4.5 son ciertas.
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Observaciones 4.6. (i) Un conjunto semialgebraico completamente conexo por se-
milineas regulares es irreducible y de dimensién pura. La demostracién es anédloga a
la de la Proposicién 3.6.

(ii) Cada subconjunto semialgebraico no vacio 8 C R™ abierto y conexo satisface
las condiciones (i) y (ii) del Teorema 1.3. En efecto, para probar la condicién (i) es
suficiente observar que 8§ es conexo por caminos y aproximar, mediante el Teorema
de Aproximacién de Stone-Weierstrass, un camino continuo que pasa por los puntos
de un conjunto finito ¥ dado mediante un camino polinémico, y utilizar ademés que,
en virtud del Lema 4.1, para cada € > 0 el intervalo cerrado [0, €] es imagen regular
de R. Por otro lado, la condicién (ii) del Teorema 1.3 se deduce del Lema 3.4.

(iii) La situacién es radicalmente diferente para conjuntos semialgebraicos arbi-
trarios. En lo que sigue, diremos que un subconjunto semialgebraico T C R™ es
genéricamente unireglado si existe un subconjunto semialgebraico abierto y denso U
en T tal que para cada punto p € U existe una semilinea regular que pasa por p y
estd contenida en U.

Se demuestra en [C, V] que si m > 4 y d > 2m — 2 la hipersuperficie algebraica
compleja genérica Z de CP™ de grado d no contiene curvas algebraicas proyectivas
racionales, y lo mismo sucede si m = 2,3 y d > 2m — 1. Por tanto, si § C R™ es un
conjunto semialgebraico cuya clausura de Zariski X en RP™ es una hipersuperficie
genérica de RP™ con grado suficientemente alto, su clausura de Zariski Z en CP™
no contiene curvas algebraicas proyectivas racionales, luego 8§ no es completamente
conexo por semilineas regulares. Es mds, el conjunto (68)(,—1) no es genéricamente
unireglado y no es cierto que para cada punto p € 8 existe una semilinea regular que
pasa por p y estd contenida en Clgm (8). Esto prueba, en virtud del Teorema 1.3 (iii),
que p(8) = +oc.

(iv) De modo andlogo, si § C R™ es un conjunto semialgebraico abierto tal que la
clausura de Zariski X de 68 en RP™ es una hipersuperficie genérica de RP™ cuyo grado
es suficientemente alto, su clausura de Zariski en CP™ no contiene curvas algebraicas
racionales, y por tanto, (68)(,—1) no es genéricamente unireglado. Esto implica, por
el Teorema 1.3 (iii), que p(8) = +oo. A pesar de todo, como ya hemos mencionado
en el apartado (ii), si 8 es conexo entonces es completamente conexo por semilineas
regulares y para cada punto p € 8 existe una semilinea regular que pasa por p y
estd contenida en Clgm (8).
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